
12 フーリエ級数と偏微分方程式

フーリエ級数を用いて、熱伝導方程式や波動方程式といった２階の偏微分方程式を解くことができ

ます。

12.1 １次元同次方程式

(例１)　波動方程式


∂2u

∂t2
= c2 ∂2u

∂x2
　 (0 ≤ x ≤ l)

u(0, t) = 0 , u(l, t) = 0　 (境界条件)

u(x, 0) = f(x) ,
∂u

∂x

∣∣∣
t=0

= g(x)　 (初期条件)

　を解きます。

長さ lの弦の振動を記述する方程式です。これを変数分離法といわれる方法で解くことにします。

解を、u(x, t) = F (x)・G(t)と仮定します。これを与式に代入すると、

FG̈ = c2F ′′G
G̈

c2G
=

F ′′

F

˙は時間 tによる微分、′ は位置 xによる微分です。

左辺は tの関数、右辺は xの関数なので、イコールが成立するには定数でなければなりません。

G̈

c2G
=

F ′′

F
= k

{
F ′′ − kF = 0
G̈ − kc2G = 0

(12.1)

(12.1)の第１式の解を求めます。
k = 0のとき、F = ax+ bですが、境界条件より F (0) = F (l) = 0なので a = b = 0、よって F (x) = 0
となり不適です。(u(x, t) = 0は物理的に意味のない解です)

k > 0のとき、k = λ2 とおくと F = c1e
λx + c2e

−λx となりますが、同様に境界条件より c1 = c2 = 0
となり不適です。

k < 0のとき、k = −λ2とおくと、(8.6)より F (x) = A cos λx + B sin λxとなります。境界条件より

F (0) = A = 0 , F (l) = B sin λl = 0 (12.2)

B = 0ならば F (x) = 0となるので B �= 0です。したがって sin λl = 0より、λn =
nπ

l
　 (n :整数)

よって、

Fn(x) = Bn sin
nπ

l
x　 (n :整数) (12.3)

(12.1)の第２式の解は、k = −λ2 = −
(nπ

l

)2

より、

Gn(t) = Cn cos
nπc

l
t + Dn sin

nπc

l
t (12.4)

よって、

un(x, t) = Bn sin
nπ

l
x

(
Cn cos

nπc

l
t + Dn sin

nπc

l
t
)

(12.5)

常微分方程式と同様に、解の１次結合も解となる (8.2)ので、未知の定数を置きかえて

u(x, t) =
∞∑

n=1

sin
nπ

l
x

(
C ′

n cos
nπc

l
t + D′

n sin
nπc

l
t
)

(12.6)



n = 0のときは u = 0となるので省くことができます。また nが負の場合は、BnCn − B−nC−n = C ′
n

と置くことで省きました。

初期条件より

u(x, 0) =
∞∑

n=1

C ′
n sin

nπ

l
x = f(x)　 (0 ≤ x ≤ l) (12.7)

f(x)は 0 ≤ x ≤ lで定義された関数でですが、周期 lの奇関数になるように拡張します。f(x)をフーリ
エ級数展開すると、(11.5)より

f(x) =
∞∑

n=1

bn sin
nπ

l
x , bn =

2
l

∫ l

0

f(x) sin
nπ

l
xdx (12.8)

(12.7)と (12.8)を比べて、C ′
n = bn がわかりました。

(12.6)を tで微分して初期条件を用いると、

∞∑
n=1

D′
n

nπc

l
sin

nπ

l
x = g(x) (12.9)

同様にD′
n

nπc

l
はフーリエ係数になっているので、D′

n

nπc

l
=

2
l

∫ l

0

g(x) sin
nπ

l
xdxです。

以上より求める解は、


u(x, t) =
∞∑

n=1

sin
nπ

l
x

(
C ′

n cos
nπc

l
t + D′

n sin
nπc

l
t
)

C ′
n =

2
l

∫ l

0

f(x) sin
nπ

l
xdx

D′
n =

2
nπc

∫ l

0

g(x) sin
nπ

l
xdx

(例２)　熱伝導方程式




∂u

∂t
= c2 ∂2u

∂x2
　 (0 ≤ x ≤ l)

u(0, t) = 0 , u(l, t) = 0　 (境界条件)
u(x, 0) = f(x)　 (初期条件)

　を解きます。

１次元の棒の、位置 x、時間 tにおける温度を記述する方程式です。

u(x, t) = F (x)・G(t)とおいて代入すると、
Ġ

c2G
=

F ′′

F
、例１と同様にして、両辺が負の定数である

ことがすぐにわかります。その定数を −λ2 とおくと、{
F ′′ + λ2F = 0
Ġ + λ2c2G = 0

(12.10)

(12.10)の第１式の解は F (x) = A cos λx + B sin λx

境界条件より F (0) = A = 0、F (l) = B sin λl = 0となり、B �= 0より λn =
nπ

l
　 (n :整数)

第２式の解は (7.4)より G(t) = Ce−c2λ2
nt

よって、un(x, t) = Bn sinλnx・Cne−c2λ2
nt = Dn sin λnx・e−c2λ2

nt

u(x, t) =
∞∑

n=1

Dn sin λnx・e−c2λ2
nt (12.11)

初期条件より u(x, 0) =
∞∑

n=1

Dn sin
nπ

l
x = f(x)で、例１と同様にDnは f(x)の正弦フーリエ係数になっ



ています。以上より求める解は、


u(x, t) =
∞∑

n=1

Dn sinλnx・e−c2λ2
nt

Dn =
2
l

∫ l

0

f(x) sin λnxdx

λn =
nπ

l

(例３)　熱伝導方程式 (断熱境界条件)


∂u

∂t
= c2 ∂2u

∂x2
　 (0 ≤ x ≤ l)

∂u

∂x

∣∣∣
x=0

=
∂u

∂x

∣∣∣
x=l

= 0　 (断熱境界条件)

u(x, 0) = f(x)　 (初期条件)

　を解きます。

両端で断熱されている棒の熱方程式です。

これまでと同様に F (x) = A cos λx + B sin λx、G(t) = Ce−c2λ2t とできます。

境界条件より、F ′(0) = λB = 0 ⇒ B = 0、F ′(l) = −Aλ sin λl = 0 ⇒ λn =
nπ

l
un(x, t)の１次結合を作るのですが、これまでと違い n = 0のとき F (x) �= 0であることに注意すると、

u(x, t) =
∞∑

n=0

Dn cos λnx・e−c2λ2
nt = A +

∞∑
n=1

Dn cos λnx・e−c2λ2
nt (12.12)

初期条件より、AとDn はフーリエ余弦係数 (11.4)になっていることがわかります。

よって A =
1
l

∫ l

0

f(x)dx、Dn =
2
l

∫ l

0

f(x) cos
nπ

l
xdx

(例４)　熱伝導方程式 (無限区間)


∂u

∂t
= c2 ∂2u

∂x2
　 (−∞ ≤ x ≤ ∞)

u(x, 0) = f(x)　 (初期条件)
　を解きます。

無限に長い棒の熱方程式です。

これまでと同様に F (x) = A cos λx + B sin λx、G(t) = Ce−c2λ2t とできます。

境界条件がないので λは任意の値をとれます。無限区間の非周期関数についてフ－リエ級数をフーリ

エ積分に拡張したので、この場合フーリエ積分を用いるのは自然なことです。

全ての実数 λについて解の１次結合を作ると、

u(x, t) =
∫ ∞

0

(A′ cos λx + B′ sinλx) e−c2λ2tdλ (12.13)

初期条件より

u(x, 0) =
∫ ∞

0

(A′ cos λx + B′ sin λx) dλ = f(x) (12.14)

これと (11.7)を比較して、A′ =
1
π

∫ ∞

−∞
f(x) cos λx dx、B′ =

1
π

∫ ∞

−∞
f(x) sin λx dxとなります。

12.2 ２次元同次方程式

(例５)　２次元波動方程式


∂2u

∂t2
= c2

(
∂2u

∂x2
+

∂2u

∂y2

)
　 (0 ≤ x ≤ a , 0 ≤ y ≤ b)

u(0, y, t) = u(x, 0, t) = u(a, y, t) = u(x, b, t) = 0　 (境界条件)

u(x, y, 0) = f(x, y) ,
∂u

∂t

∣∣∣
t=0

= g(x, y)　 (初期条件)

　を解きます。



辺の長さが a、bの長方形膜の振動を記述する方程式です。

u(x, y, t) = F (x, y)・G(t)とおいて代入すると
G̈

c2G
=

1
F

(Fxx + Fyy) = −λ2 とおけて、

G̈ + λ2G = 0 (12.15)

Fxx + Fyy + λ2F = 0 (12.16)

F (x, y) = H(x)・I(y)とおいて (12.16)に代入、整理すると、
1
H

d2H

dx2
= −1

I

d2I

dy2
− λ2 = λ′2 とおけま

す。よって、
d2H

dx2
+ λ′2H = 0 ,

d2I

dy2
+ (λ2 − λ′2)I = 0 (12.17)

λ2 − λ′2 = k2 とおいて、(右辺が正でなければならないことはすぐに確かめられます)

H(x) = A cos λ′x + B sin λ′x , I(y) = C cos kx + D sin kx (12.18)

境界条件より、H(0) = A = 0 , H(a) = B sin aλ′ = 0、よって λ′ =
nπ

a
　 (n :整数)

同様に境界条件より C = 0 , k =
mπ

b
　 (m :整数)なので、Fm,n(x, y) = BD sin

nπx

a
sin

mπy

b
(12.15)より、Gm,n(t) = P cos λt + Q sin λt、ただし、

λ = λm,n =
√

k2 + λ′2 = π

√
n2

a2
+

m2

b2
(12.19)

よって、um,n(x, y, t) = (P ′ cos λt + Q′ sin λt) sin
nπx

a
・sin

mπy

b
なので、

u(x, y, t) =
∞∑

m=1

∞∑
n=1

(P ′ cos λt + Q′ sin λt) sin
nπx

a
・sin

mπy

b
(12.20)

初期条件より

u(x, y, 0) =
∞∑

m=1

∞∑
n=1

P ′ sin
nπx

a
・sin

mπy

b
= f(x, y) (12.21)

∂u

∂t

∣∣∣
t=0

=
∞∑

m=1

∞∑
n=1

λQ′ sin
nπx

a
・sin

mπy

b
= g(x, y) (12.22)

∞∑
m=1

P ′ sin
mπy

b
= J(y)とおくと、

∞∑
n=1

J(y) sin
nπx

a
= f(x, y)より、

J(y) =
2
a

∫ a

0

f(x, y) sin
nπx

a
dx (12.23)

P ′ =
2
b

∫ b

0

J(y) sin
mπy

b
dy =

4
ab

∫ b

0

∫ a

0

f(x, y) sin
nπx

a
・sin

mπy

b
dxdy (12.24)

同様に

Q′ =
4

abλ

∫ b

0

∫ a

0

g(x, y) sin
nπx

a
・sin

mπy

b
dxdy (12.25)

(12.19)、(12.20)、(12.24)、(12.25)が解となります。

12.3 非同次方程式

非同次熱伝導方程式


∂u

∂t
= c2 ∂2u

∂x2
+ f(x, t)　 (0 ≤ x ≤ l)

u(0, t) = 0 , u(l, t) = 0　 (境界条件)
u(x, 0) = g(x)　 (初期条件)

　を解きます。



(例６)　 f(x, t)が xのみの関数 f(x)の場合を考えます。
u(x, t) = v(x, t) + w(x)とおいて代入すると、

∂v

∂t
= c2 ∂2v

∂x2
+ c2 ∂2w

∂x2
+ f(x) (12.26)

c2 ∂2w

∂x2
+ f(x) = 0となるように w(x)を決定します。

∂2w

∂x2
= − 1

c2
f(x)より、

w(x) = −
∫∫

f(x)
c2

dxdx + Ax + B (12.27)

また、v(0, t) = v(l, t) = 0とすると、境界条件より

u(0, t) = v(0, t) + w(0) = w(0) = 0 , u(l, t) = v(l, t) + w(l) = w(l) = 0 (12.28)

(12.27)、(12.28)より w(x)が決定します。
初期条件より v(x, 0) = u(x, 0) + w(x) = g(x) − w(x)
以上より、 


∂v

∂t
= c2 ∂2v

∂x2
　 (0 ≤ x ≤ l)

v(0, t) = 0 , v(l, t) = 0　 (境界条件)
v(x, 0) = g(x) − w(x)　 (初期条件)

　

の同次形に帰着できました。

(例７)　 f(x, t)が一般の関数の場合を考えます。
これまでの経験から、

u(x, t) =
∞∑

n=1

Qn(t) sin λx (λ =
nπ

l
) (12.29)

と解を予想します。これは境界条件を満たしています。

また、f(x, t)を xについて奇関数に拡張して、f(x, t) =
∞∑

n=1

Pn(t) sin λxとフーリエ級数展開します。

これらを与式に代入して、
∞∑

n=1

(
∂Qn

∂t
+ c2λ2Qn − Pn

)
sinλx = 0

sin λxについての恒等式なので

Q̇n(t) + c2λ2Qn(t) − Pn(t) = 0 (12.30)

同様に、g(x) =
∞∑

n=1

an sin λxとフーリエ級数展開すると、

初期条件より u(x, 0) =
∞∑

n=1

Qn(0) sin λx =
∞∑

n=1

a sin λxより、

Qn(0) = an (12.31)

(12.29)、(12.30)の常微分方程式を解くことで Qn(t)がわかります。

もし境界条件が例３のような断熱境界条件なら、u(x, t) =
∞∑

n=1

Qn(t) cos λx と予想して、f(x, t) と

g(x)は偶関数に拡張してフーリエ余弦級数展開しましょう。



12.4 非同次条件の方程式

(例８)　非同次条件の同次方程式




∂u

∂t
= c2 ∂2u

∂x2
　 (0 ≤ x ≤ l)

u(0, t) = α(t) , u(l, t) = β(t)　 (非同次境界条件)
u(x, 0) = f(x)　 (初期条件)

　を解きます。

v(x, t) = u(x, t) − l − x

l
α(t) − x

l
β(t) (12.32)

とおいて代入すると、
∂v

∂t
= c2 ∂2v

∂x2
− l − x

l

∂α

∂t
− x

l

∂β

∂t
(12.33)

となります。さらに境界条件、初期条件は、


v(0, t) = u(0, t) − α(t) = 0
v(l, t) = u(l, t) − β(t) = 0

v(x, 0) = f(x) − l − x

l
α(0) − x

l
β(0)

　

となり、例７の形 (同次条件の非同次方程式)に帰着できました。


